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Finalita e struttura dell’'opera

I presente lavoro € concepito come supporto per quanti si accingono ad affron-
tare le prove del tirocinio formativo attivo, rappresentando un valido strumento
di ausilio per tutti coloro che intendono intraprendere la professione docente.
La complessita della scuola moderna ha imposto non poche riflessioni nella
stesura del volume, dalle quali é risultata un’opera che intende contribuire a
formare un docente che:

> sia in possesso dei contenuti della disciplina ad un livello spesso superiore a
quello che gli viene richiesto dalla didattica in classe;

> sia un professionista della comunicazione, un individuo che ha maturato ca-
pacita empatiche ed un abile gestore del contesto classe.

La “scuola dei programmi” prescrittivi ed obbligatori, da dover terminare entro
la fine dell’anno scolastico, anche a rischio di lasciare indietro qualche alunno
piu bisognoso di supporto, ha gradualmente lasciato il posto alla “scuola della
programmazione” che ha tentato di adeguare al contesto classe, attraverso un
continuo lavoro di feedback, Iattivita di insegnamento e gli obiettivi da conse-
guire. Negli ultimi due decenni, alla “scuola della programmazione” ¢ suben-
trata la “scuola dell’autonomia e della personalizzazione”.

In queste due espressioni € riassunto tutto il moderno approccio della didattica.
L’autonomia scolastica, declinata in tutte le sue forme, permette a ciascuna
scuola di creare un proprio curricolo da proporre alla sua utenza. Questo cur-
ricolo ¢ il frutto dell’interazione della istituzione scolastica con il “territorio”
e con tutti gli stakeholder, sicché ciascuna scuola diventa una cellula vitale nella
realta sociale ed economica del territorio.

Alle caratteristiche specifiche di ogni singola istituzione scolastica, si aggiungo-
no gli stili cognitivi e le particolari inclinazioni di ogni singolo alunno. Ecco,
quindi, che subentra la personalizzazione del percorso di apprendimento e la
capacita del docente di adeguare la propria didattica non piu al contesto classe,
dove potrebbe essere recepita solo “in media” e non “singolarmente”, ma piut-
tosto al singolo alunno, quale “realta” cognitiva specifica e irripetibile.

Perché la personalizzazione dell’apprendimento abbia luogo, il docente deve
avvalersi di un’approfondita conoscenza dei contenuti che vuole proporre. In
questo modo, egli riesce a declinarli con proprieta ed incisivita, mettendo in
rilievo tutti gli aspetti critici. Analogamente, il docente deve essere in grado di
operare con padronanza e sicurezza usando le nuove tecnologie. Sono queste
ultime che possono mettere in rilievo gli stili cognitivi degli alunni, la loro
propensione a comprendere attraverso canali di comunicazione multimodale,
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VIl Finalita e struttura dell'opera

usando — oltre al manuale — simulazioni, immagini in movimento, narrazioni
sonore, diagrammi. E opinione comune che, in futuro, il testo perdera la pro-
pria funzione predominante di veicolo per la trasmissione della conoscenza e
sara affiancato (anche se non sostituito), con pari dignita, da altri strumenti
(suoni, immagini, simulazioni) con i quali gli studenti di oggi familiarizzano
gia.

L’attenzione si sposta quindi dalla pratica di insegnamento del docente al pro-
cesso di apprendimento dello studente. Questo vuol dire che la didattica tra-
smissiva, fatta di una mole interminabile di nozioni che allo studente rischiano
di apparire vuote di significati, occorre sostituire una didattica improntata alla
maturazione delle competenze negli alunni. Questi ultimi devono cogliere 'u-
tilita di cio che studiano e riuscire a richiamarne il significato in un contesto
reale, cosi da applicare le conoscenze di cui sono entrati in possesso.

Inutile dire che la didattica delle discipline matematiche e scientifiche risente
particolarmente di queste criticita e potrebbe beneficiare oltremodo di un ap-
proccio multimodale nella dinamica di insegnamento ed apprendimento. Tali
discipline devono far maturare nello studente quelle competenze fondamenta-
li affinché egli diventi cittadino partecipe e cosciente della societa di domani.
Pertanto il docente deve sapersi allontanare dalla cattedra ed avvicinarsi ai ban-
chi, assumendo anche il ruolo di tutor, ossia di professionista della formazione,
di persona che coglie i bisogni reali degli alunni e declina la propria disciplina
in base a tali necessita.

In particolare, la matematica deve diventare la “matematica dell’utile”, affin-
ché chi si avvicina ad essa possa comprenderne I'importanza in contesti pratici
e reali che certamente contribuiscono a renderla piu affascinante agli occhi di
chi la studia.

Le ultime indagini internazionali (OCSE-PISA, IEA-TIMMS) e le prove del ser-
vizio nazionale di valutazione a cura dell'INVALSI sono orientate proprio a
mettere in evidenza questi aspetti della disciplina. Probabilmente gli scarsi ri-
sultati conseguiti dagli studenti italiani nelle precedenti indagini internazionali
su tali materie hanno messo in evidenza la scarsa diffusione di tale approccio
nella scuola italiana. Come controprova, ’evidente miglioramento dei risulta-
ti nell’'ultima indagine OCSE-PISA, determinato in buona parte dal migliora-
mento dei risultati nelle regioni meridionali che in precedenza avevano segna-
to il passo, ¢ frutto di una serie di interventi sistemici che il Ministero, gli enti
di ricerca e le istituzioni scolastiche hanno posto in essere negli ultimi anni.

Il volume ¢ strutturato in tre parti. La prima parte tratta gli aspetti ordinamen-
tali correlati all’insegnamento della Matematica, cosi come emergono dalle In-
dicazioni Nazionali anche nell’ambito delle prescrizioni europee e del sistema
di rilevazione internazionale. Vengono inoltre presentate le nuove tecnologie
per la didattica (software specifici per la matematica: geometria dinamica, cal-
colo simbolico). La seconda parte, dedicata alla Matematica, affronta i conte-
nuti disciplinari con approcci formali e rigorosi, ma anche pratici e intuitivi,
con 'obiettivo di venire incontro alle diverse esperienze formative e ai diversi
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Finalita e struttura dell'opera = IX

percorsi di studio che una platea piuttosto disomogenea di candidati puo tro-
varsi di fronte. La terza parte, dedicata alla Fisica, si occupa dei contenuti spe-
cifici della materia nel modo pitt completo possibile.

Questo lavoro, ricco, complesso, denso di rinvii normativi e spunti operativi
per l'attivita dei futuri insegnanti, tratta materie in continua evoluzione.

Ulteriori materiali didattici e approfondimenti sono disponibili nell’area ri-
servata a cui si accede mediante la registrazione al sito edises.it secondo la
procedura indicata nel frontespizio del volume.

Altri aggiornamenti saranno disponibili sui nostri profili social.

Facebook.com/iltirocinioformativoattivo
Clicca su lﬁ (Facebook) per ricevere gli aggiornamenti
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Capitolo 6

Successioni e serie numeriche, calcolo
differenziale per funzioni di una variabile

6.1 Limite di una funzione
6.1.1 Punti di accumulazione

Dato un valore reale x ed un sottoinsieme A di R, si dice che x ¢ un punto
di accumulazione per A se ogni intorno di x contiene punti di A distinti da
x. Se un punto non ¢ di accumulazione per un insieme, allora viene detto

isolato.

Esempio

Si consideri 'intervallo aperto j:]1,4[. Il valore x = 3 € un punto di accumulazione
per l'intervallo J, in quanto, qualsiasi intorno di 3, per quanto piccolo possa essere,
contiene punti di J Difatti il generico intorno di 3 puo essere individuato per mezzo
di una quantita § > 0, che puo essere resa piccola a piacere. L’intorno di 3 puo essere
scritto nella forma 13 — 8,3 + 8 [. Accade sempre che il generico intorno di 3 abbia
intersezione non nulla con I'intervallo J.

1LANB-5,3+5[#D

A tal proposito si puo confrontare la Figura 1.

><"

1 30 3 340 4

Figura1

Anche gli estremi dell’intervallo aperto /= ]1,4[ sono punti di accumulazione per
I'intervallo. Ad esempio, qualsiasi intorno del punto x = 1 ha sempre intersezione
non nulla con J.

LANL-8,145[#D

Il punto x = 5 non ¢ invece un punto di accumulazione per J. Infatti basta scegliere
un § tale che 0 < 8 < 1 perché I'intorno di 5 costruito come ]5 - 9, 5 + 8[ abbia sem-
pre intersezione nulla con /.

1LAN]5-8,5+5[=D
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6.1.2 Definizione di limite

Sia y = f(x) una funzione definita in X con valori reali e sia x, un punto di
accumulazione di X. Si dice che il limite di f{x) per la variabile indipendente x
che tende ad x, vale [ e si scrive:

lim f(x)=1

X=X

se per ogni intorno Jdi /esiste un intorno /di x, tale che, considerato un gene-
rico x appartenente al dominio X di fe all'intorno /, escluso il punto x,, si ha
che f(x) cade nell’intorno jdi L

Simbolicamente si scrive:

VJe3() A el(x,)! f(x)eJ Vxeln(X—-{x,})
Equazione 1

Si puo anche fornire una definizione piu specifica, in cui si esplicitano le for-
me degli intorni.

Considerato un numero 8 > 0, si pud determinare un intorno 7 di X, che
in particolare & I =]x,—J,x,+6[. Questo intorno € tale che per tutti i valori
x in esso contenuti, appartenenti al campo di esistenza X, escluso il valore
%y, si puo determinare un € > 0 per cui risulta soddisfatta la disequazione

|f(x)—l|< € che puo anche essere riscritta come —€ < f(x)—/<g, da cui si
ricava [ —g < f(x) <[+e&. Da quest’ultima relazione si osserva che il valore f(x)
associato ad x cade in un intorno Jdel valore [, ossia I'intorno J=]l-¢g,l+€].
Quindi in termini simbolici, esplicitando la forma degli intorni, 'Equazione 1
puo essere riscritta come Ve >0 36 >0] |f(x)—l| <e VxeX| 0< |x—x0| <0.
L’interpretazione grafica di questa definizione € presentata in Figura 2. Attra-
verso un § > 0 si individua lungo I'asse delle ascisse (asse x) un intorno 7 di
x,- Partendo da questo intorno, si puo determinare, mediante la funzione
Jf(x), un intorno J del valore [/, lungo I'asse delle ordinate (asse y). L’intorno
J ¢ determinato graficamente in Figura 2 dalle linee tratteggiate che partono
da x,— d e X+ d e giungono fino ai punti /— € ed !+ €. Per qualsiasi valore
x # x, contenuto nell’intorno [ =]x, =6, x, +d [, il valore f(x) cade nell'intorno
J =]l-g, l+&[. A tale proposito si segua in Figura 2 la freccia che, partendo da
x, giunge fino ad f(x). Inoltre ¢ necessario aggiungere che, per quanto si possa
considerare piccolo a piacere il valore 8 > 0, esso individuera sempre un intor-
no di x, tale che, per qualsiasi valore x al suo interno, vi sara il corrispondente
valore f(x) che cadra nell’intorno di / corrispondente sull’asse y.
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6.1.3 Limiti per funzioni divergenti in un punto

Nel caso in cui, per x che tende ad x,, il corrispondente valore di f(x) tende a
+oo (ossia la funzione diverge), allora si puo scrivere lim f(x) = +eo.

X—Xg
In tal caso per ogni valore 8 > 0 si pud determinare un intorno 7 di Xy, che in
particolare ¢ [ =]x, =6, +6 [, tale che per tutti i valori x dell’intorno di x,
appartenenti al campo di esistenza X della funzione f; escluso il valore x,, si
puo determinare un € >0 per cui risulta soddisfatta la disequazione f(x)> €.
Da questa disequazione si osserva che il valore f(x) associato ad x cade in un
intorno J del valore +eo, ossia I'intorno J =Je,+od].
In termini simbolici tale asserto si puo riassumere sinteticamente come:

Ve>0 36 >0| f(x)>e VxelX| 0<|x—x0|<5

L’interpretazione grafica di questo caso ¢ mostrata in Figura 3.
Nel caso in cui, per x che tende ad x,, il corrispondente valore di f(x) tende a

-oo, allora si puo scrivere lim f(x) = —oo.

X=Xy

Tale scrittura equivale a dire che:

Ve>0 36>0| f(x)<-e VxeX| 0<|x—x]|<5
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Se, per x che tende a +eo, il corrispondente valore di f{x) tende ad un valore
finito /, allora si puo scrivere lim f (x)=1.

x—>+oo
In tal caso per ogni valore & > 0 si pud determinare un intorno 7 di +ee, che in

particolare & [ =]0 ,+o<[, tale che, per tutti i valori x> 9, ossia i valori dell’intor-
no di +eo appartenenti al campo di esistenza X della funzione f si puo deter-

minare un € >0 per cui risulta soddisfatta la disequazione | f (x)—l| < €, ossia
l—e< f(x)<l+e.
In termini simbolici tale asserto si puo riassumere come:

Ve>0 35>0| |f(x)-l|<e VxeX| x>6

L’interpretazione grafica di questo caso € mostrata in Figura 4.
Se, per x che tende a -0, il corrispondente valore di f{x) tende ad un valore

finito  allora si puo scrivere lim f(x)=1.
Xx—>—oo
Tale scrittura equivale a dire che:

Ve>0 36>0| [f(x)-l|]<e VxeX| x<-5
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In ultima analisi si presenta il caso in cui per x che tende a +oo, il corrisponden-

te valore di f(x) tende a +eo. Si puo quindi scrivere lim f (x)= +oco.
x—>+oo
Tale scrittura equivale a dire che:

Ve>0 36>0| f(x)>e VxeX| x>0
Analogamente si puo scrivere:

lim f(x)=— < Ve>0 36 >0 f(x)<—e VxeX| x>0

X—>+oo

lim f(x)=te0 < Ve>0 36>0| f(x)>e VxeX| x<-5

lim f(x)=—c < Ve>0 36 >0] f(x)<-€e VxeX| x<-6

X—>—c0

6.1.4 Verifica del limite

Operare la verifica di un limite significa constatare che I'asserto stabilito dall’E-
quazione 1 é vero. Si riportano degli esempi.
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Esempi
1) Si verifichi il limite:

lim (2x* ~3)=-1

Si considera I'intorno di -1, ossia |f(x)—(—1)| <& dove € >0 ¢ un valore piccolo a
piacere.

|f(x)—(-D|<e
|2x2—3+1|<8
|2x2—2|<8
—£<2x*-2<¢
—£4+2<2x*<e+2
—-€+2 , &+2
<x <
2 2

1-2<x2 <148
2 2

Siccome € >0 ¢ un valore piccolo a piacere, si puo fare in modo che esso risulti tale

che l—% > 0. In tal caso anche x> 0, quindi si puo quindi applicare la radice qua-

drata a tutti e tre i membri della disuguaglianza.

@ £
/1—— <Ax’ < [1+=

2 2
\/l—£<x<\/1+£

2 2

Si ¢ in presenza di un intorno di 1; infatti la quantita 1+E ¢ di poco superiore ad

s / £ . e . . .
1, mentre la quantita 1—5 ¢ di poco inferiore. In particolare, siccome la quantita

€ >0 ¢ piccola a piacere si possono approssimare i seguenti valori:
&
== V146 =146

1—%z\/f—5 —1-6

Si ottiene pertanto:
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1-6 <x<1+6
d<x-1<06
|x—1|<6

Siccome x deve essere supposto diverso da 1, allora si scrive:
0< |x - 1| <o
La definizione di limite ¢, pertanto, completa ed il limite ¢ verificato.

2) Si verifichi il limite:

. 2x
lim
xtoo ] 4 5

=2

Per verificare tale limite occorre dimostrare che, considerato un generico intorno di
2, esiste un intorno di +eo tale che, qualsiasi valore di x si consideri in tale intorno,
accade che f{x) ¢ contenuto nell’intorno di 2. Simbolicamente si puo scrivere:

Ve>0 36>0| |[f(x)-2|<e VxeX| x>

Si considera inizialmente 1'intorno |f(x)—2| <¢g dove € >0 ¢ un valore piccolo a
piacere.

|f(x)-2|<e

2x—2(1+x)
1+x

26 -225%

1+x

<&

<&

=2

1+x
-2
|1+x|

<&

2
— <€
|1 4 x|
Siccome |l+x| >0 si possono moltiplicare ambo i membri per tale quantita mante-

nendo il segno della disequazione. Inoltre ¢ possibile dividere ambo i membri per
£>0.
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g<|1+x\
E

Tale condizione in valore assoluto equivale a scrivere che:

2 2
I+x <—— oppure —<1+x
E E

Queste condizioni possono essere riscritte nel modo seguente:
2

a) x<—-1——
&

) ——1<x
£

In particolare, nella condizione b) la quantita — puo essere grande a piacere perché
£

€ puo essere piccolo a piacere. Di conseguenza posto 6 =—=1 si puo affermare che
£

. . o2 .
tale quantita & grande a piacere. Pertanto la condizione ——1< x diventa x > § che
rappresenta un intorno di +ee e il limite € verificato. &

2
Si noti come considerando la condizione a) si puo porre 6 =—+1, dove tale quantita
£

puo essere grande a piacere. Pertanto la condizione a) diventa x < —§ che rappresen-
ta un intorno di -o. Da questo si puo dedurre che ¢ verificato anche il seguente limite:

6.1.5 Limite destro e limite sinistro

Sia y = f(x) una funzione definita in X con valori reali e sia x, un punto di
accumulazione di X Si dice che il limite destro di f{x) per la variabile indipen-
dente x che tende a x;, vale [e si scrive:

lim f(x)=1
x—> X,

se in corrispondenza di un numero & > 0 si pud determinare un intorno
destro I* di x,, che in particolare ¢ I" =]x,,%, +6[ tale che, per tutti i valori x
dell’intorno destro di x, appartenenti al campo di esistenza X, ¢ soddisfatta la
disequazione |f(x) - l| <g, ossial—e< f(x)<l+e

In termini simbolici tale asserto si puo riassumere sinteticamente come:

Ve>0 35>0] |f(x)—l|<e Vxe XN]x,x,+5[
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Analogamente, se y = f(x) €& una funzione definita in X con valori reali e x,
¢ un punto di accumulazione di X. Si dice che il limite sinistro di f{x) per la
variabile indipendente x che tende a x, vale /e si scrive lim f(x) =1 che equi-
vale a dire che: %

Ve>0 36>0| |f(x)—l|<e Vxe Xnlx,—6,x[

I limiti destro e sinistro sono schematizzati in Figura 5.

y4+ Ya o
Limite sinistro fl)+e Limite destro
flx)+e Jq o) |« /
] foole E fo)-e [ <
foge| | pof |
fort | ]
XD X X % o x
| . °y
I I*
Figuras

Si supponga ora che la funzione y= f(x) diverga positivamente in x,, punto
di accumulazione del suo dominio. Si dice che il limite destro di f(x) per la
variabile indipendente x che tende ad x, vale + € si scrive:

lim f(x) =+oo

XX

se in corrispondenza di un numero & > 0 si pud determinare un intorno
destro I* di x,, che in particolare & I" =]x,,x, +6[ tale che, per tutti i valori x
dell’intorno destro di x, appartenenti al campo di esistenza X, € soddisfatta la
disequazione f(x)> € dove € & grande a piacere.

In termini simbolici tale asserto si puo scrivere come:

Ve>0 36 >0| f(x)>e VxeXN]x,x,+6[

Di seguito si riepilogano gli altri casi nei quali per limite destro o sinistro la
funzione diverge positivamente o negativamente.
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lim f(x) =40 < Ve >0 35>0| f(x)>e Vxe Xnlx,—5,x,]

lim f(x)=— & Ve>0 35>0| f(x)<-€ VxeXnlx),x,+6[
lim f(x)=- & Ve>0 J6>0| f(x)<-€e VxeXN]x,—6,x

Sussiste il seguente teorema.

Teoreman

Detto X il campo di esistenza di una funzione reale fdi variabile reale, se x;, ¢ un
punto di accumulazione a destra e sinistra per X, allora esiste il limite di fin x, ed &
uguale ad /se e solo se esistono il limite a destra e il limite a sinistra di fin x, € sono
uguali ad /.

lim f(x) =1 & lim f(x)=/= lim f(x)

6.1.6 Teoremi sui limiti

In questo paragrafo si elencano alcuni teoremi sui limiti, che risultano fonda-
mentali per lo sviluppo del calcolo differenziale di funzioni reali di variabile

reale.
Innanzitutto ¢ degno di nota il teorema di unicita del limite.

Teorema 2
Se una funzione ammette un limite in un punto x, o all'infinito, allora tale limite

€ unico.

Vi sono poi alcuni teoremi sul segno del valore assunto dal limite. Uno di essi
¢ il teorema della permanenza del segno.

Teoremas

Se una funzione fdefinita in X ha in un punto X, # 0 di accumulazione per X, un
limite pari ad [, allora esiste un intorno di x, (al piu escluso x,) in cui la fassume
valori tutti dello stesso segno di

Il seguente teorema fornisce condizioni sufficienti a stabilire che il valore del
limite ¢ nullo.
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Teoremag4
Se esiste il limite di fin x, € se per ogni intorno I di x, esistono due punti

X%, € IN(X—{x}) tali che f(x)20 e f(x,)<0, allora risulta lim f(x)=0.

Si passa ora alla rassegna dei teoremi di confronto tra limiti. Di seguito si ripor-
tano il primo e il secondo teorema del confronto.

Teoremas
Se esistono i limiti delle funzioni fe gnel punto x; e si ha lim f(x)> lim g(x), allora
XX, XX,

esiste un intorno 7 di x, tale che f(x)>g(x) Vxeln(X—{x,}).

Teorema 6
Se esiste il limite della funzione fnel punto x, e si ha lim f(x)>a, con o € R, allora
XXy

esiste un intorno 7 di x, tale che f(x)>0 VxelIN(X—{x}).

Una deduzione analoga si puo fare per una funzione che abbia
lim f(x)<e, cona € R.

X=X,

Il terzo teorema del confronto é conosciuto anche come teorema dei carabi-
nieri.
Teoremay
Siano f, f; ed f, tre funzioni definite in X e sia x,€ R un punto di accumulazione
per X

Se si verifica che lim f,(x)=1lim f,(x) =/ e se esiste un intorno /di x, dove:
XX, XX

S O)Sf)< fi(x) Vxeln(X—{x,})

Allora risulta che li_{n f(x)=1I.

Si enuncia il criterio di convergenza di Cauchy.

Teorema 8
Condizione necessaria e sufficiente affinché sia lim f(x)=/€ R ¢é che per ogni €>0
X=X

esista un intorno I di x, tale che |f(x1)—f(x2)| <€ Vx,x,eln(X—{x,}).

Infine si riporta il teorema del limite di una funzione composta.
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